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Nestes apontamentos faz-se uma pequena introdugdo ao estudo dos guias de onda. Consideram-se,
apenas, 0s casos mais simples do ponto de vista geométrico.

Todas as estruturas sdo rectangulares — no sentido em que, para a aplicagdo das condi¢fes fronteira,
o0 sistema de coordenadas mais apropriado é o das coordenadas cartesianas rectangulares (x, Y, z).

Além disso, a estrutura do guia é sempre uniforme e ilimitada ao longo da coordenada y . As ondas

electromagnéticas propagam-se, longitudinalmente, no sentido positivo do eixo z. Desprezam-se as
perdas (quer nos condutores quer nos dieléctricos) e, portanto, a constante de propagacao

longitudinal g é real e positiva. A variacao temporal adoptada é do tipo exp(—i a)t). Assim, todas
as componentes do campo electromagnético tém o seguinte factor de propagacgéo:

exp[i(Bz-ot)].
Note-se que o que se mede directamente, no laboratdrio, sdo quantidades reais (e ndo numeros

complexos). Assim, subentende-se — sempre — que as grandezas mensuraveis correspondem a parte
real. Por exemplo: quando se escreve

E(x,y,2,t)=E(x)exp[i(Bz-wt)],
onde o vector E(x)eC® é um vector complexo, com
E(x)=E, (x)e,+E,(x)e, +E,(x)e,,
subentende-se que, na realidade, se tem

E(x, y,z,t):ﬂ%{ (x)exp[i ﬂz—a)t)]}
=[ E;(x)cos(Bz-wt)—E](x)sin(Bz-wt)]e,
+[ E; (x)cos(Bz-wt)—E](x)sin(Bz-ot)]e,
+[E;(x)cos(Bz-wt)-E](x)sin(Bz-wt)]e,

em que, com E'(x), E"(x) e R?,
E(x)=E'(x)+i E"(x)=[ E.(x)+i EJ(x) |, + [ E; (x)+i EJ(x) |, + [ E; (x)+i E(X)]e.

Isto significa que a velocidade de fase é
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No vaso da propagacao no vacuo, tem-se simplesmente

(4]
B=k | = kozzza) &y Hy

Sendo 4 o comprimento de onda medido no vacuo e 4, o comprimento de onda dentro do guia, é

K _2r_o_2x1

" 2 ¢ ¢ c=Af

ﬂ:z_ﬁ=2=2”f "~ Vp:igf
Ay Y, Vo

n=

B
kO

Portanto, tem-se

A velocidade de grupo, por sua vez, é dada por

1
ngw .
do

Porém, atendendo a que

dp dpdk, 1dp
do dk, do cdk,’

define-se, ainda, o chamado indice de grupo, n,, tal que

Nesta condicdes, sera
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Ny ﬁ_ldin 1_éd7n 1_éd7n
dAa ndAi ndAi

Esta Gltima expressdo mostra que

dn

EZO (d ngvp

Porém,

d—n<0 — 1_éd_n>1 = Vv, <V, |,
dA ndi g P

e, por outro lado,

d—ﬁ>0 — 1—éd—ﬁ<1 B v, >V .
da ndAa g P
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Define-se o coeficiente de dispersdo de um guia de ondas como sendo o coeficiente D, tal que

d dv
poldnm _1d (L) df1) o, 1d%]|
LdA LdA v, dA v, vi dA

g

onde 7, =L/vg representa o atraso de grupo para um guia de comprimento L. Uma forma

alternativa para escrever o coeficiente de dispersao é a seguinte:

dn n 2
pod (L) tdn _1d (5 dm) |y adin]
dA v, cdil cdA dA cdA

Com efeito, tem-se

dn, d’n

di Tda?

As quatro equactes de Maxwell

B vxH=3+22
ot

VxE=
V-B=0 V-D=p

serdo sempre aplicadas, em tudo o que se segue, a regibes sem fontes do campo, i.e., em que se
tenham, simultaneamente,

Além disso, admite-se que a variacdo temporal é (como ja se disse atras), exclusivamente, do tipo
exp(—imt).

Daqui decorre, portanto, que se tem

Nestas condicdes, as quatro equacbes de Maxwell reescrevem-se na forma simplificada

VxE=iwB VxH=—iwD
V-B=0 V-D=0
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Porém, todas as estruturas analisadas nestes apontamentos sao ilimitadas e uniformes ao longo de

y . Por essa razéo o operador «nabla»

reduz-se a forma

V=e1%+i,8e3

Com efeito, as estruturas também sdo uniformes e ilimitadas ao longo do eixo z. A Unica diferenca
é que se considera que esta € a direccao longitudinal de propagacao, i.e., todas as componentes do

campo electromagnético variam com a coordenada z de acordo com a expressao
exp(ifz).

Logo, é também possivel fazer sempre

assim se explicando a forma como se escreveu anteriormente o operador V .

Vejamos, entdo, como converter as duas equacfes de Maxwell (dos rotacionais) num conjunto de

equacOes escalares. Seja A=A +A e, +A e, um vector qualquer. Admitamos, ainda, que se

tem
A (xy,2,t)=A(x)exp(i fz) exp(-iwt)
A (xy.z,t)=A (x)exp(i fz)exp(-iot)
A (xy,2,t)=A,(x)exp(i Bz)exp(—imt)
de modo que
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el eZ e3
0 . . . OA oA
VxA=|— 0 ig|=(-I e +|1 - e, +
xA=| B=( ﬁAy)l(M asz(ax
A AA
Ou seja, tem-se:
(VxA),=-iBA,
. OA
VxA) =I -—=
(VxA), =ipA -
0
(VxA) ——A/
r0X
Isto implica, portanto, que
—-ipE, =iwB,
| VxE=iwB | iﬂEx—a&:AwBy
oX
oE
L =iwB,
oX
e, ainda, que
—ifH, =-iwD,
VxH=-iwD = ipH, ——*=-1wD,
oH, .
=—iwD,
ox

Todos 0s meios que se irdo considerar nestes apontamentos sdo meios isotropicos sem acoplamento

magneto-eléctrico. Mais precisamente, supde-se que todos os meios observam relagfes constitutivas

da forma

|

D=¢,¢(x)E
B =y, 11(x)H
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mas onde as funcdes ¢(x) e u(x) sdo sempre constantes por trogos (ou regides).

Infere-se, assim, que

—iﬁ’Eyzia)yO,u(X)HX

VxE=iwB - i,BEX—aaEZ=ia),uo,u(x)Hy ,
X

oE, .
a_XYZIwIUO:u(X)Hz

pelo que

—i,BEy:ia),uo,u(X)HX = sz—LEy )

@ 1o 14(X)

oE, . . 1 oE
= H H=-—j—— —~
oX IaJ,uOu(X) 2 7 ‘ Ia),uo,u(x) oX

Analogamente, obtém-se

—ifH, =-iwsge(X)E,
- . oH .
VxH=-1wD = IpH, - 6XZ =—iwge(X)E, |,
oH
8xy =—iweye(X)E,
pelo que
—ipH, =-iwge(X)E, = |E =LH )
g " wge(x)
oH oH
F=—iwee(X)E, = |E, =i L -
OX wee(X) OX
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Podemos, entdo, falar em duas classes distintas de solugdes: (i) modos TE (transverse electric); (ii)
modos TM (transverse magnetic). No primeiro caso (modos TE) ndo existe componente

longitudinal do campo eléctrico, i.e., tem-se E, =0. No segundo caso (modos TM) néo existe
componente longitudinal do campo magnético, i.e., tem-se H, =0. Mas, como acabou de se ver, as

Unicas componentes do campo electromagnético que, nos modos TE, ndo sdo identicamente nulas

Sao
TE—>(E,, H,. H,).

No caso dos modos TM, as Unicas componentes do campo electromagnético que ndo identicamente

nulas sdo
TM—(H,,E,,E,).

No caso dos modos TE foi possivel determinar as componentes magnéticas (HX, Hz) em funcdo da
componente (dita de) suporte E, . No caso dos modos TM foi possivel determinar as componentes
eléctricas (EX, EZ) em fungdo da componente de suporte H, . Resta, em cada caso, determinar as
respectivas componentes de suporte: (i) E,, nos modos TE; (ii) H,, nos modos TM. Para o fazer

basta ter em consideracao as duas equacdes ainda ndo utilizadas.

No caso dos modos TE, tem-se

. oH .
ipH, - 8XZ =—iweye(x) E,

B o . 1 0§ |
|ﬁ{ i) Ey} a)(l: |—a)ﬂ0#(x) ax}_ iwg,e(x)E, .

Logo, para cada regido em que x(x) é uma constante, obtém-se

, 62Ey 5
- f°E, + P st (X) u(X) E, .

Como
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1

v €o Mo

é a velocidade da luz (ou da radiacdo electromagnética) no vacuo (ou, aproximadamente, no ar),

C=

podemos escrever (para a constante de propagagao no vacuo)

%:w:wv%%

c

de forma que a equagdo diferencial para a componente de suporte E, € dada por

MODOS O°E
= P aX;+[n2(x)k§—ﬂz]|zy=o

Nesta Gltima equacgdo diferencial introduziu-se o indice de refracgdo

de cada regido (onde as fungbes &(x) e u(x) assumem valores constantes). Tal como as
constantes relativas &(x) e u(x), o correspondente indice de refraccdo n(x) é um nimero

adimensional. Admite-se que &(x), u(x)e R e, mais precisamente, que &(x)>0 e x(x)>0.

No caso dos modos TM, tem-se

. oE, .
I BE, - 6XZ =Ia)u0/1(x)Hy

: B o, 1 oH, | .
Iﬂ{a)sog(x) Hy:l Gx{l wee(X) OX :I_Ia)%ﬂ(x) ny-

Logo, para cada regido em que g(x) € uma constante, obtém-se

ﬁZHy - 6X2y :—a)zgo,uog(x)y(x) H,
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ou, ainda,

MODOS GRY
wm 1Pl e +[n*(x)k; - B ]H, =0

O objectivo fundamental da analise de um dado guia de ondas consiste na determinacdo da
respectiva equacdo modal. E esta equacio, que resulta da aplicacdo das condicdes fronteira, que vai
permitir determinar quais as solugdes admissiveis (i.e., quais 0s modos) que se podem propagar ao
longo da direccéo longitudinal (eixo z) da estrutura do guia. Basicamente a equagdo modal diz-nos

— para cada valor da frequéncia — qual o valor da constante de propagacdo longitudinal S

correspondente, i.e., qual o correspondente valor de S = ﬂ(a)) .

EQUACAO
'_) MODAL '_)

Como k,=w/c, este processo (da equacdo modal) equivale a determinar o indice de refraccdo

modal N a partir do conhecimento do valor de k.

= | n=
MODAL

® EQUACAO B
C K,

MODOS TE

z

E,=0, (E,H, H,)

A== ﬂ(x) 5 0°E
@Ot K y 2 2 2
5 K- B E =0
L1 9E T |%x (0K -AJE,
’ oty 1(X) 0x
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MODOS TM

H,=0, (H,.E,E,)

== ﬂ(x)Hy o°H
weyE , s .,
ks — H, =0
E i 1 aHy - axz +|:n (X) 0 IB:I y
Y weye(x) ox
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Placa Dieléctrica Simétrica

A placa dieléctrica simétrica, que se analisa agora, € um guia aberto. Encontra-se representada na
figura anexa.

>

A placa tem espessura 2d e um indice de refraccdo n,. O meio envolvente, por sua vez, tem um

indice de refraccdo n, (com n,<n,). As relacBes constitutivas podem, entéo, ser escritas na

seguinte forma:
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{Dz%dge R guqum:{f’|”3¢

B =, H n2, |x|>d.

Neste guia propagam-se modos TE e TM. Para os modos TE as Unicas componentes ndo nulas séo

(Ey, H,, HZ). Para os modos TM as Unicas componentes ndo nulas séo (Hy, E,. EZ). No caso dos

modos TE, vem

H=- LR O°E
@ Hy y 2 2 2 _
R . +[n*(x)ks - B*|E, =0
H,=—Ii
o, OX

enguanto que, para os modos TM,

Eo= ﬁ(x) H, 0*H
w&ENE
° . on axzy+[n2(x)k§—ﬂ2]Hy=0 .
E, =i y

wee(X) Ox

A escrita das equacdes diferenciais para as componentes de suporte (E, nos modos TE e H, nos

modos TM) fica muito simplificada através da introducgdo das seguintes variaveis auxiliares:

o = 12K

h2: 2k2_ 2
{ S L

Enquanto h representa a constante de propagacdo transversal dentro da placa (i.e., para

—d <x<d), a representa a constante de atenuacéo transversal fora da placa (i.e., para x<—d e

para x>d ). Assim, e.g., no caso dos modos TE, a equagdo diferencial para a componente E,

assume as seguintes formas

2
E
0 ~+h’E, =0, |x|<d

ox?

0’E
axzy -a’E, =0, |x|>d

dentro e fora da placa dieléctrica. Em ambos os casos podemos ensaiar solucdes da forma
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oE 2
E, =E,exp(sx) axystoexp(sx) > axzyzszEOexp(sx).

Logo, dentro da placa, tem-se
S’E, exp(sx)+h’E,exp(sx)=0 — s*+h*=0 > [s=xih].
Por sua vez, fora da placa, vem
S’E, exp(sx)—a’E,exp(sx)=0 — s’—a’=0  |[s=ta|.
Assim, no interior da placa, o campo eléctrico é uma combinacdo linear da forma
E, =C,exp(ihx)+C, exp(-ihx)
=C, [cos(hx)+isin(hx)]+C,[cos(hx)—isin(hx)]

=(C,+C,)cos(hx)+i(C,-C,)sin(hx)

ou, introduzindo

A=C +C,,
A’=i(C1—C2),
vem, ainda,

E, =Acos(hx)+A’sin(hx), -d<x<d.

No exterior da placa, por sua vez, o campo eléctrico € uma combinacéo linear da forma

E, =Bexp(—ax)+Cexp(ax), |[x|>d.

Porém, as ondas guiadas pela placa ttm de ser ondas superficiais. Isto significa que se devem

verificar as seguintes condi¢6es no infinito:

lim Ey= lim Ey=0.

X—0 X—>—00

Assim, para x>d , deve ter-se C=0 e, para x<—d, deve ter-se B=0. Portanto, em sintese, deve

ter-se (modos TE):
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Bexp(-ax), x>d,
E, =< Acos(hx)+A’sin(hx), -d<x<d,
Cexp(ax), x<—d.

Existe, ainda, uma informac&o importante acerca da estrutura do guia a ter em consideracdo: a placa
dieléctrica é simétrica. Esta informacdo permite definir duas classes distintas de modos (ou

solucgdes): modos pares e modos impares. Definiremos os modos pares como aqueles para 0s quais

se tem

E,(-x)=E,(x).

No caso dos modos impares, considera-se que
E,(-x)=-E,(x).

Consequentemente, no caso dos modos pares, faz-se A'=0 e, no caso dos impares, faz-se A=0.
Podemaos resumir toda esta analise, escrevendo o que se segue.

MoDos TE PARES
Bexp(—ax), x>d,
E, =4 Acos(hx), —d<x<d,
Cexp(ax), x<-d.
Mopos TE IMPARES
Bexp(—ax), x>d,

E, =< A'sin(hx), -d<x<d,
Cexp(ax), x<-d.

Como nos modos TE se tem
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H =P E

" o
oE
H,=—Ii L d
o, OX

infere-se que

Bexp(-ax), x>d,
H =— B x4 Acos(hx), -d<x<d,
@ Cexp(ax), x<-d,

para os modos TE pares, enquanto que

Bexp(-ax), x>d,
H=-PB A’sin(hx), -d<x<d,
“h | cexp(ax),  x<-d,

para os modos TE impares. De forma analoga, vem

—aBexp(-ax), x>d,
x4 —hAsin(hx), -d<x<d,
aCexp(ax),  x<-d,

para os modos TE pares e

—aBexp(-ax), x>d,
x4 hA’cos(hx), —-d <x<d,
aCexp(ax),  x<-d,

@ Ky

para os modos TE impares.

Para determinar a equacdo modal deste guia aberto ha que aplicar, de seguida, as condicOes
fronteira. Porém, dada a simetria da estrutura, apenas temos que considerar uma das interfaces, e.g.,

ainterface x=d (ainterface x=—d levaria a resultados que seriam redundantes). Ora, neste caso,

as condicBes fronteira na interface superior imp8em as duas seguintes continuidades (i.e., a

continuidade das componentes tangenciais de E e de H):
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{Exx—d)—a(x—w),

Hz(x:d‘):Hz(x:d+).

Vejamos, entdo, quais as equacdes modais que se obtém pela aplicacdo destas duas condigdes. No
caso dos modos TE pares, obtém-se

{Acos(hd):Bexp(—ad) . [cos(hd) —exp(—ad)](A]z[Oj

—hAsin(hd)=-aBexp(-ad) —hsin(hd) aexp(-ad))(B) (0)

A solucdo trivial (i.e., com A=B=0) ndo tem interesse fisico. Apenas nos interessa a solu¢éo néo

trivial. Porém, isso implica o anulamento do determinante da matriz de segunda ordem:

cos(hd) —exp(—ad) .
et[—hsin(hd) aexp(_ad)]zaexp(—ad)cos(hd)—h exp(—ad)sin(hd)=0.

Mas entdo, daqui decorre que deveré ter-se

acos(hd)=hsin(hd) +— |a=htan(hd)]|.

Esta Gltima equagdo corresponde, portanto, a equacdao modal dos modos TE pares. De forma
analoga, a equacdo modal dos modos TE impares é

a=-hcot(hd)|.

Para 0os modos TM a Unica diferenca reside na aplicacéo das condigdes fronteira:

Hy(x=d’)=Hy(x=d*),
E,(x=d")=E,(x=d").

As correspondentes equaces modais Sao as seguintes.

2
Modos TM pares ~ — a:%htan(hd)
1

2
Modos TM impares — a:—n—zzhcot(hd)

n
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Para facilitar a resolucdo das equagdes modais € costume introduzir um conjunto de variaveis

normalizadas (adimensionais). A saber:

u=hd
w=ad

v=k,d /N —ni

Assim, vem

u? =n2k2d? - f2d? u :(kod) nl_ﬁz)
{wz—ézgz—nzkzdz S N u?+w’ =v |
- 20

A varidvel v é designada por frequéncia normalizada da placa dieléctrica. Também se costuma

introduzir a variavel b, que se designa por indice de refraccdo modal normalizado, tal que

u> w o nt-n
b=l-—===——5
viovE o n2-n?

Para qualquer modo superficial tem-se

|n2kO£,H<nlko| > |n2£ﬁ<nl| - |0§b<1.

Com efeito, ao contrario de um guia fechado, o mecanismo de corte num guia aberto — como a placa
dieléctrica simétrica — é determinado pela reflexdo interna total. Assim, num guia fechado, o corte
corresponde a 8 =0. Por sua vez, na placa dieléctrica simétrica, o corte corresponde a B =n,k,. A
medida que a frequéncia aumenta, o campo electromagnético fica, cada vez mais, concentrado no

interior da placa dieléctrica (i.e., naregido —d < x<d ). Assim, tem-se:

limpg=nk, Eij‘;ﬁznl = limb=1.

V—o0 V—>0

Note-se que, dado o valor de b, vem

u=v,/1-b
w=v.b
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Com estas variaveis normalizadas adimensionais, as equa¢des modais das quatro classes distintas de

modos escrevem-se como se indica de seguida.

Modos TE pares > w=utan(u)

Modos TE impares +> w=—ucot(u)
2

Modos TM pares - w=%u tan(u)
1

2
] n

Modos TM impares > w=——2ucot(u)
nl

Do ponto de vista numérico, a resolugdo de uma dada equagdo modal corresponde, entdo, a
determinar um dado valor de u para um certo valor da frequéncia normalizada v. O
comportamento electromagnético deste guia depende, essencialmente, do contraste dieléctrico entre
as duas regibes (interior e exterior da placa). Por essa razdo, define-se formalmente o contraste

dieléctrico como sendo

W

A=
2n}

Logo, dado que se tem /n?—nZ =n, ./ 2A, a frequéncia normalizada da placa pode ser reescrita

na forma

v=(k,d)n 24 |.

Assim, tendo em consideragéo que

2

v _ n?—n%\( v?
nf(kod)zzﬁ N uzz(nf—nz)(kod)zz[ 1n2 j[ﬂ}
1

infere-se que

2
A=n 1—2A(E)
\'
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As duas classes de modos TE (pares e impares) podem ser designadas, genericamente, como modos
TE, desde que se faga: (i) m=0,2,4,... (i.e., m par), no caso dos modos TE pares; (ii)

m=13,5,... (i.e., m impar), no caso dos modos TE impares. Como

tan[u—m%j:tan(u), m par

tan(u -m gjz—cot(u), m impar

as duas equacGes modais das duas classes de modos TE podem ser unificadas na forma

Modos TE | tan(u—m%j:l vZ—u?

Com efeito, 0 sequndo membro desta equagdo corresponde a w/u . J& no caso dos modos TM, a

unificacdo das duas classes de modos corresponde a

2
Modos TM | n—ita&n(u—m%):1 vi—u?
n

N u

Estas duas equacBes unificadas prestam-se a uma interpretacdo geométrica da determinacdo da
solucédo das equacOes modais. Com efeito as solucdes graficas resultam, entdo, da interseccao entre

duas familias de curvas: (i) as curvas que representam o lado esquerdo,

2
fmTE(u)ztan(u—m%J, fmTM(u)zn—Zztan(u—m%j,

n

para os diferentes valores inteiros (pares e impares) de m; (ii) a curva que representa o lado direito,

para um determinado valor da frequéncia normalizada v da placa dieléctrica. Entdo, a solucéo u

corresponde a ter-se (com m=0,1,2,3,...):
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Modos TE, + f,"(u)=g,(u),
Modos TM,, +— f™(u)=g,(u).

Na figura anexa, que a seguir se apresenta, ilustra-se um caso concreto desta resolucdo gréfica.

Neste exemplo consideram-se os modos TE,, com m=0,1, 2,3 para uma frequéncia normalizada

v=6.
Placa Dieléctrica Simétrica
fj;l::;:) l—)‘v:6 ‘l—)‘modos TE ‘i—) eitajio = tan[u—m%}zi vi—u?

Solugdes u,, || u,=13448 u, =2.6788, u,=3.9858, u,=52260 |

10 T T ] T T
ok m=0 m=1 m:2’i m=31

i |

8

“)

T 37 27

2

N

\ 4

Do ponto de vista estritamente numérico a representacéo grafica permite ajudar a localizar a solugdo
pretendida. Por exemplo: 0 modo TE, tem uma solugéo u, no intervalo

0<u0<£.
2

A corresponde equacgdo modal é
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> u?+u’tan’(u)=v? > u®cos?(u)+u®sin®(u)=v’ cos’(u)

{w=utan<u)

u? +w? =v?

u?=v?cos’(u) + |®@,(u)=u®-v?cos*(u)=0/.

Trata-se, portanto, de encontrar a solugéo u, que satisfaz @, (u) =0 quando v=6 . A seguinte
instrucdo MATLAB permite encontrar a solucéo:

u_0 = fzero ( 'x*2-6"2*cos(x)"2', 1).

Neste caso deu-se uma aproximagcdo inicial: u, ~1. O resultado obtido é: u, =1.3448. Note-se a

necessidade de utilizar a variavel x em vez da varidvel u. Uma solucdo alternativa consiste em
fornecer o intervalo de pesquisa da raiz. Por exemplo:

u_0 = fzero ( 'x"2-6"2*cos(x)"2', [0.5 1.5]).

Naturalmente que o resultado é o mesmo.

Como se disse atras, a propagacdo guiada de ondas electromagnéticas superficiais numa placa
dieléctrica simétrica deve-se a reflexdo interna total nas duas interfaces entre o ndcleo (i.e., 0 meio
1, no interior da placa) e a bainha (i.e., 0 meio 2, no exterior da placa). Num meio ilimitado com um
indice de refraccdo n, a constante de propagacédo é k =nKk,. Logo, a constante de propagagao

(transversal) segundo x serd h=kcos(6,)=n, Kk, cos(Hl) e a constante de propagagdo

(longitudinal) segundo z serd B =ksin(6,)=n.k,sin(4,), tendo-se
h? + 4% =(nk, )’

tal como se indica na figura seguinte (ndcleo).
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No meio 2 (a bainha) passa-se algo de semelhante.

Note-se algo de importante: de acordo com a lei de Snell (e, portanto, com as condigdes fronteira) a
constante de propagacdo longitudinal S é a mesma nas duas Ultimas figuras (i.e., no nicleo e na

bainha). Neste caso, porém, é g =n,k, cos(6,) e S =n,k, sin(6,). Logo

q° + B =(n2k0)2.

Para que haja uma onda superficial, devera ter-se q=ia, com a >0. Isso s é possivel fazendo

T .
0, =—-I C
275 Se

com £>0. Com efeito, s nestas condigdes é que
q=n,k, cos(6,)
=n,k, cos(%—if) 5 5

> qQ°=-a’| — |a=n,k,sinh(&)
=n,k, sin(i &)

=i[nk, sinh(&)]=ia

ﬁz -a’ :(nzko)z

No corte £=0 ¢, quando v— o, #—nk, pelo que, consequentemente,

N —n?
a—kyni-nl sinh(é)a%.
2
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De facto, tem-se

(¢”—e)=isinh(y).

N |-

. 1/ i .. 1 .
sin(x)=—(e"-e™) > sin(iy)=—(e ¥ —e’)=i
E claro que a existéncia de um angulo 6, € C parece uma hipétese absurda. Mas, na realidade, isto

€ uma consequéncia de se ter imposto uma interpretacdo em termos de raios (éptica geométrica) a
uma realidade que é essencialmente ondulatdria (6ptica ondulatéria). O aparecimento de um angulo
complexo &, pois, a consequéncia de ser ter levado a um extremo uma interpretacdo (geométrica)

Placa Dieléctrica Simeétrica

X
n, T bainha J
X =
nucleo -
——————————————— X=— d

0= 2_91 . h=mnk,cos(6,)=nk,sin(6) @ q =n,k,cos(6,)
a-% g B =nk,sin(6,) = nk, cos(6) B =nk,sin(6,)
[4 2 [
reflexio . . . . .
interna | 6, zz—if j{ g =nk,cos(6,)=nk,sin(i&)=ink,sinh(&)=ia
total 2 B =n,k, sin(6,) = n,k, cos (i &) = n k, cosh (&)

i +ﬁ2=?’112k2 & a:nzkosinh(’g') & ﬁz—a’z:?’ijk{f

para fora do seu &mbito natural de aplicagdo. Na figura seguinte apresenta-se esta interpretacéo
geométrica, em termos de raios, da propagac¢do guiada na placa dieléctrica simétrica.

O corte de um dado modo superficial corresponde, portanto, ao inicio da reflexdo interna total, i.e.,
quando 6, =7/2 e £=0. Ou seja: 0 corte acontece para

a=0 — |w=0].

Neste caso € S =n,k, (donde m=n, e b=0). A medida que a frequéncia normalizada v aumenta,

0 campo electromagnético comeca a concentrar-se dentro do nucleo, aumentando o valor positivo
da constante de atenuagdo transversal « . A aplicacdo da lei de Snell permite, também, calcular o
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méaximo angulo de aceitacdo da radiacdo incidente na placa (supondo que esta tem uma interface
lateral em z =0 e é, portanto, semi-ilimitada ao longo da direccéo longitudinal de propagac&o). E o
gue se apresenta na figura seguinte.

Placa Dieléctrica Simétrica

A propagagdo de ondas superficiais na placa dieléctrica deve-se a

existéncia de reflexio interna total nas interfaces nticleo-bainha.

1,
o v
_64 n=1 L :_|?r/2 . NA:Sin(G’A)
2 — !
angulo abertura
de numeérica
aceitacdo
n2
n>n, | = ) = (1-=
n

NA:sin(QA) =n sin(dﬁ’):n1 005(6’1): n’ —nzz

A abertura numérica, NA=sin(6,)=+/n’—n; =n,/2A, aumenta com a raiz quadrada do

contraste dieléctrico A. Numa placa dieléctrica com pequeno contraste, em que A <1, 0s modos
superficiais sdo fracamente guiados pois

v=(k,d)n 24 =(k,d)(NA) <1,

0 que significa que b estd proximo de zero.

Na figura seguinte mostra-se um diagrama de disperséoi.e,. uma figura em que se mostra, de forma
sistematica, as solugdes das equacdes modais numa dada gama de variacdo da frequéncia
normalizada. No caso em andlise, trata-se de um grafico de b em fungdo de v para os modos TE no
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intervalo 0<v<6. Isto significa que cada ponto destas curvas corresponde a uma solucdo da
equacdo modal

tan(u—mzjz1 vi —u?
2 u

Placa Dieléctrica Simétrica

‘ Diagramas de dispersao para os modos superficiais TE da placa dieléctrica ‘

2 2 —2 2
tan(u—m%]zl VvV | b:l_(g] :K:n nﬁ

v

R

TE,

Uma forma alternativa de apresentar as solugcfes das equac@es modais consiste numa nova forma de
diagrama de dispersdo — o chamado diagrama de Brillouin (figura seguinte). Este diagrama de
dispersdo evidencia a influéncia do contraste dieléctrico A na dispersdo estrutural do guia aberto.

Com efeito, a medida que o contraste dieléctrico diminui (A - 0), a curva de disperséo estrutural
do guia (i.e., a dispersdo no caso em que se despreza a componente de dispersdo material) tende
para uma recta — a linha recta correspondente a gd =n, (k,d)=n, (k,d) pois o angulo ¢ (ver
figura) tende para zero. Isto significa que o modo TE (ou TM) tende para um modo puramente TEM
sem componentes longitudinais, i.e., com E, =H, =0. Note-se que um modo TEM s6 existe em

meios dieléctricos homogéneos — como seria 0 caso limite de uma placa dieléctrica sem contraste
dieléctrico.
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Placa Dieléctrica Simétrica

Diagrama de Brillouin para o primeiro modo TE (m=0) da placa dieléctrica

n =4 n -1 v | 2
— A= =0.375 kd= =
{ nz: | 2?112 0 ) m ﬁ 2A
1.5
tan(¢) = n-n .
|

0 0.5 1 1.5 2 25

Note-se que, em relacdo a figura anterior, se tem

tan(g)=tan(p, — ¢, ) = ;j:i: zzo:)tf:n((q;) )

Logo, como tan(¢,)=1/n, e tan(¢,)=1/n,,

vem, efectivamente,

n —n

tan(go)=1+n n, |
1'72

Portanto: A — 0 implica ¢ — 0, tal como se tinha comentado anteriormente. As duas figuras
seguintes ajudam a visualizar a gama de variacdo de u e w em termos de £d.
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Placa Dieléctrica Simétrica

U=hd T (nkyd)sin(8)
ﬁa’:( kua’)cos(t?)
mik,d
n,k,d
Vo S
ﬁm:ﬁko um 7777777777777777777777777 %7777:m stﬁ<n1
o\ |

Placa Dieléctrica Simétrica

w=ad w=(n,k,d)sinh(g)
pd =(nyk,d) cosh(g)
mkod g
nkd fo
v ,________:;;: ______________ N _\_\ ________
tanh(g,)= 22| w > m| | tanh(g)=—"
"6 d m P > A AN =0 nk,d
Puss \ P -
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A velocidade de grupo v, de um dado modo superficial €, por definicdo,

v o= 1 1
P 0B 0B Ok
oo 0k, dw
Logo, como
1) ok, 1 c
k:— _O_— P S —
° ¢ 0w c oB "’

Sendo g =nk,,emque (como se viu) N representa o indice de refraccdo modal, vem entdo

0 ,_ _
ng:a—ko(nko):n+koa—k0.

Note-se, porém, que — no caso particular de se desprezar a dispersdo material — entdo ainda se tem

venkdJ2a > Yond A=Y o OM_0nov_von
ok, Ky ok, ov ok, Kk, ov

donde se infere que

_0on
Ng=N+v—|.
ov

Mas, por outro lado, é

n?—nl

b=
ny -

= A?=nZ+b(n?-nf) > |A?=nf+2n7bA |,

Logo, quando se despreza a dispersdo material, obtém-se
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— —_ 2
ﬁa_n:anzA@ [ERN a_n—M@
v dv

2 = .
ov n dv

Conclui-se, portanto, que — caso se despreze a dispersao material — entéo

] 9 "

_ . on _ n’A(_db
n =N+v— H|n =N+ v—||.
ov n dv

Assim, podemos escrever que a velocidade de grupo pode ser obtida através da seguinte expressao:

C C c/n v
V =—= = / > V. = P

9 2 2 g 2
s _+n1_A V@ 1+A(n_1) v@ 1+A(n_1) vﬂ
n dv n dv n dv
2
V—p=1+A(%j (vﬁj .
v, n dv

Esta expressao mostra como, efectivamente, se tem v, — v, no limite em que A —0.

35

Vejamos, agora, um primeiro exemplo de aplicagdo. Consideremos, para o efeito, o caso dos modos
TE impares, em que

{w=—ucot<u>

u?+w? =v?

- |u?=vsin®(u) |.

Por um lado, infere-se daqui que

2
bzl—(%J =1-sin’(u) — |b=cos’(u)| %z—Zsin(u)cos(u)

db .
—=-sin(2u) |.
i sin(2u)

Por outro lado, vem

u’ =v’sin’*(u) 2u3_::2vsin2(u)+2vzSin(U)COS(U)g—:=2vsin2(u)+v2sin(zu)g—:

[2u-v? sin(2u)]g—:= 2vsin®(u)=v[1-cos(2u)]

du _v[1-cos(2u)]
dv  2u—vZsin(2u) |
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Infere-se, deste modo, que

db_dbdu_
dv dudyv

=—sin(2u)

Ou seja: tem-se, neste caso,

2
V—"=1+A(@j (vﬂ]
v, n dv

=

v[1-cos(2u)] de:_v2 sin(2u)[1-cos(2u) ] |

2u—v*sin(2u) — dv 2u—v?sin(2u)

V_pzl_A(&jz v S"; Ejz_uzz[;zzz(;u)]

Vejamos, de seguida, o caso dos modos TM pares, em que

{W:(l—ZA)utan(u)

Lt -y o |u? [cosz(u)+(1—2A)2 sinz(u)} =v? cos’ (u) |.
Assim, vem
_ (1-2a)sin*(u) | db_ (1-2A)" sin(2u)
cos® (u) +(1-24)" sin’ (u) du [cosz(u)+(1—2A)2 sinz(u)]2
Além disso, tem-se
du v[1+cos(2u)]

9V 2ufos’ () +(1-28)"sin’ (o) sin(20) [v* [1-(1-24) ]’ |

Portanto, vem finalmente:

V—”=1+A(ﬁ)2 Vv @
v, n du

5|

Para terminar este breve estudo sobre a placa dieléctrica simétrica vai-se considerar, agora, uma
nova estrutura: a placa dieléctrica assente sobre um plano condutor (eléctrico) perfeito ou PEC

(perfect electric conductor) — tal como se representa na figura seguinte.
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Este guia suporta modos superficiais — exactamente como a placa dieléctrica simétrica. Existe,
porém, uma diferenca fundamental: a existéncia de um PEC no plano x=0. Consequentemente, a
existéncia de um condutor perfeito neste plano, impde as seguintes condicdes fronteira:

Os modos TE pares, com E,#0 em x=0, ndo verificam esta condigdo. Da mesma forma, os

modos TM impares, com E, #0 em x=0, também violam esta condi¢do. Em conclusdo: s6 os

modos TE impares e 0s modos TM pares é que estdo de acordo com esta condicdo suplementar e,
portanto, podem propagar-se nesta estrutura; os modos TE pares e os modos TM impares, contudo,
ndo se podem propagar neste novo guia aberto.

Vejamos, entdo, um exemplo concreto. Consideremos que n, =2, n, =1 e d =6.5 mm. Para uma
frequéncia f =12 GHz, obtém-se

{ﬂ:c/f =2.5cm

v=nKk,d 2A=27r9n1 2A =2.8315.
A=0.375 A

Neste caso propagam-se os dois primeiros modos: o modo TM, e o modo TE,. No caso do modo
TM, a solucéo é u, =1.4261. No caso do modo TE, a solucdo é u, =2.2330 . Nestas condicdes,
obtém-se os resultados que se apresentam a seguir.

A =1.7997
™, | ~ |4,=13.8814 mm
v, =1.6668x10° m-s™
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n =1.4609
TE, | — /lg =17.1011 mm
v, = 2.0521x10° m-s™*

Calculemos, ainda, a velocidade de grupo do modo TE, . Utilizando, entdo, a expresséo

_ nZ 2v2sin(2u)sin’(u
ng=N1-A— (2 ) (v)
A’ 2u-v’sin(2u)

obtém-se

o= o Y=
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Placa Dieléctrica Rlimdada

A geometria do guia fechado, sob consideracao, encontra-se na figura anexa.

X
a n,
D

d n,

A estrutura encontra-se blindada por dois planos PEC (perfect electric conductor) colocados em

x=0 e em x=D=d+a. Trata-se, ainda, de uma estrutura estratificada planar, preenchida por

dois dieléctricos diferentes: (i) um dieléctrico, para 0<x<d, com um indice de refraccdo n,; (ii)
um dieléctrico, para d <x<D, com um indice de refraccdo n,. Assim, as relagbes constitutivas

escrevem-se

{ngog(x)E

B=yuH

tendo-se, portanto,
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2 <
o-ff 355
2

em que se admite que n, >n, .

Neste guia o campo electromagnético esta confinado ao interior da estrutura: 0<x < D . Existem
duas classes de modos guiados: (i) modos TE, com E, =0, (ii) modos TM, com H,=0. A
direccdo (longitudinal) de propagacéo é o sentido positivo do eixo z. Isto significa que todas as

componentes do campo electromagnético tém uma variacéo da forma
exp[i(Bz-ot)]=exp(ifz)exp(-iwt).
Deste modo, podemos escrever

E, (XY, zt):R{Ex(x,y,z
(x y,z,t)= SR{Ey(x Y,z
R{E,(x,

(x,y,z,t):ER{HX(x,y, )exp(-imt) |
Hy (% y,2,t)=R{H, (x,y,z)exp(-iwt) }
Hz(x,y,z,t):SR{ H, (X, y,z)exp(—ia)t)}
E, (X, y,2)=E,(x,y)exp(i f2)
E,(xy.z)=E, (X y)exp(ifz)
E,(x,y,2)=E,(x,y)exp(iBz)
H,(x,y,z)=H,(xy)exp(i )
H,(x,y,2)=H, (xy)exp(ifz)
H,(x,y.z)=H,(x,y)exp(iBz)

Como a estrutura é uniforme e ilimitada ao longo de y, ndo devera existir qualquer variagdo com

esta variavel espacial, i.e.,

Mas entdo, ainda se pode escrever
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E, (x,y,2)=E,(
£, (03.2) =, (x
E,(x,y,2)=E,(x)exp(ifz

o .
V B e —+1pe
Lo rise

Designa-se por £ a constante de propagacdo longitudinal dentro do guia. Como é habitual, k,

representa — por sua vez — a constante de propagago no vacuo. Tem-se

w 2zt 2rx 2r
meak = CEm o E T e

em que A € o comprimento de onda medido no ar (ou no vacuo) e A, o comprimento de onda

dentro do guia. Sendo v, a velocidade de fase de um dado modo guiado pelo guia, tem-se

c=£=if, vngzlgf
Ko B

pelo que
A

vpzjgc

Os modos TE tém, apenas, trés componentes do campo electromagnético que nao sao identicamente

nulas: (Ey,HX,HZ). Por sua vez, os modos TM tém, apenas, trés componentes do campo

electromagnético que néo séo identicamente nulas: (H E E )

yr =X =z
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" @ Hy
MODOS TE |—
. B OE

HZ:_I__y
o, OX
S ——
e, £(X)
MODOS T™M |—
g -i— o
' g, e(x) ox

As componentes de suporte (i.e., aqueles componentes a partir das quais se determinam as duas

outras componentes em cada classe de modos) sdo, consequentemente, as componentes segundo y :

(i) a componente E, , nos modos TE; (ii) a componente H, , nos modos TM. Estas componentes de

suporte sdo determinadas pelas equacdes diferenciais:

{:Xzz +[e(x)k] —/ﬂHEyy}zo.

Existem dois tipos de condicfes fronteira que é necessario ter em consideragdo: 1) a existéncia de

um PEC quer em x=0 quer em x=D; 2) a interface em x=d que separa dois dieléctricos com

diferentes indices de refracgdo. Assim, temos de considerar que:

1) —» E/(x=0)=E/ (x=D)=0

y

Logo, introduzindo as constantes de propagacdo segundo X, a saber:

h? =nZ k2 - 2
q° =n;k —5°

vem
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Asin (hx), 0<x<d

—>Ey(X)={ Bsin[q(D—X)], d<x<D

. B | hAcos(hx), O<x<d
[MOBGS T H, (1) -

o1, —chos[q(D—x)], d<x<D

Acos (hx), 0<x<d

(4055 T4~ s 2 fe(o-s. <o

—%Asin(hx), O<x<d
B My

@& %Bsin[q(D—x)] d<x<D

MODOS TM |- E, (x) =i

Consequentemente, obtém-se

[ionos Te || ) oen () (o

cos(hd) —cos(ga) ) A\ g
[MODOS T™M |- —nlzsi”(hd) _%sin(qa) (Bj:((’]

1 2

As equacOes modais resultam de considerar solu¢Bes ndo triviais, i.e., com A=0 e B=0, assim

impondo o anulamento do determinante nas anteriores equages matriciais.

| MODOS TE |— | Equagio Modal | —| gsin(hd)cos(ga)+hcos(hd)sin(ga)=0

| MODOS TM || Equagdo Modal | — %cos(hd)sin(qa)+%sin(hd)cos(qa):o
2

1

Introduzamos, entdo, as seguintes variaveis normalizadas (adimensionais):

u=hd
s=qd

u? =n?k2d? - f7d’
s? =n2k?d? - pid?

Logo, sendo v a frequéncia normalizada, tal que
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v=k,d \/n>—n?

obtém-se a seguinte relacdo

u —-s =v = S=4uU -V

Entdo, introduzindo o coeficiente de preenchimento dieléctrico

a
5= d
ainda se tem

qa=(qd)(§j=§s.

Logo, em termos das variaveis adimensionais, infere-se que:

MODOS

e — | Equacdo Modal | —>| scot(&s)=—/s* +V? cot(JsZ+v2 ) :

MODOS
™

2
— | Equagao Modal | — stan(g”s)z—%\/sz+v2 tan(\/sz+v2) .

1

Os diagramas de dispersdo do guia podem ser representados em termos do chamado indice de

refraccdo modal (ou efectivo) n, tal que

n-t |
k0
Entdo, vem
u” = (k,d)* (nf —n?)

s*=(k,d)" (n; -n?)

Introduzindo o contraste dieléctrico A tal que
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v=nk,d2A |> kod:nl\}lﬂ

2
2 _ v 2 =2 v nlz_ﬁz
=

2 2 2
2 \ 2 =2 _ v n, —n

Note-se que, uma vez conhecido o valor de u para uma certa frequéncia normalizada v, vem

O corte de um dado modo guiado é — em regra — dado por =0 a que corresponde N =0. Existe
uma unica excepgdo: o modo fundamental — o modo TM, — néo tem corte. Assim, a excepgdo do

modo fundamental, o corte corresponde a uma frequéncia normalizada v, para a qual se tem

V

c:nl(kcd): ZCA
1-2A
(k)= 2R,

Enquanto f, representa a frequéncia de corte, A, representa o comprimento de onda de corte. Um

d 2rd V,
kd=2z|—|= f = : -
‘ (JCJ ( c j ‘o 42A

dado modo, para o qual de tenha 4, f, =c, s6 se propaga para f > f_,i.e., para 1< 4, .

Em conformidade, obtém-se — tanto para os modos TE como para os modos TM — a mesma equacao

para o corte (note-se que n, /n, =./1-2A ):

[Corte |- | v, =u, /24 | >| J1-2A tan(uc)+tan(§u61/1—2A)=0 .
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Isto tem um significado especial: a existéncia de bifurcacdo modal. Desta forma, os modos de
propagacdao TE,, , e TM, ,com m=123,..., ttm a mesma frequéncia normalizada de corte —

embora correspondam, depois, a diferentes curvas em termos de diagrama de disperséo.

Para N=n, € s=0 e da-se uma transi¢do: (i) para n<n,, s>0; (ii) para " >n,, s=iw. Esta

transicéo observa-se para v=u =V, tal que:

s—0

}:—vt cot(V,)

| MODOS TE | — | Frequéncia normalizada de transigéo | — Iimli

s
tan(¢s)

Logo, como

lim| ——— =1
>0 | tan(&s) | &

resulta que

[ MODOS TE || Frequéncia normalizada de transicéo | —| tan(v,)=- ¢, |.

Analogamente, vem (com (=1,2,3,...)

MODOS TM | — | Frequéncia normalizada de transicdo | — | tan(v,)=0 | >[ v, =( 7.

Ou seja, a excepcdo do modo fundamental TM,, todos os modos tém simultaneamente uma zona

rapida e uma zona lenta. A saber:

V<V, > zonargpida — O0<n<n,
V>V, > zonalenta > n,<n<n

A explicacdo para esta nomenclatura é a seguinte: a velocidade de fase de um dado modo é sempre

dada por

0 o Aq
,=—=—— — |V,=—2tC=
£ nk, A

S| o
\
=
Il
I

Acontece que, para v=V, é M =n, e, portanto, vem
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Logo, na zona rapida tem-se

Zona

rapida

Na zona lenta, porém, tem-se

Zona C C
- —<Vp<— .

lenta n, n,

Na zona lenta de cada modo a equacdo modal é mais facilmente escrita em termos da variavel

w=0:d:k0d\/r‘12—n22 —>|w=-5’ |—>|u2+W2=v2 |—> W=4/V’-u

Assim, para a zona lenta, é preferivel reescrever as equagfes modais como segue:

MOD
ODOS — | Equagio Modal (zona lenta) | — %Jvz—u2 coth(@/vz—u2 )z—cot(u) :

TE

MODOS
™

2
— | Equagao Modal (zona lenta) | — %Jvz —u? tanh(gf«/v2 —u? )=%tan(u) .
1

Na escrita destas equagdes teve-se em consideragdo que
tan(ix)=itanh(x), cot(ix)=—icoth(x).
Note-se, ainda, que — ao fazer a — o (e, consequentemente, £ — o) — se obtém

lim [ tanh (& w) =1, !m[coth(fw)]zl.

&

Assim, infere-se 0 seguinte: os modos lentos (TE e TM) da placa dieléctrica blindada tendem para

0s modos superficiais da placa aberta quando se faz a — o . Mais precisamente

MODOS TE || Equago Modal (zona lenta) |—| a —> o0 | —| w=—ucot(u)
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MODOS TM |— | Equagio Modal (zona lenta) | —| a — o |-

n2
w=—2utan(u)
nl

O modo fundamental — o modo TM, — merece especial mencdo. Este modo tem um

comportamento distinto de todos os outros modos. Com efeito, este modo fundamental é um modo

sempre lento. Isto significa, em particular, que a equacdo modal

2
| Modo Fundamental | —{ TM, |- wtanh(fw):%u tan (u)
1

é aplicavel a este modo independentemente da frequéncia de operacdo. Nomeadamente, a medida

que a frequéncia tende para zero, é possivel usar as aproximagoes
tanh(x)~x,  tan(x)=~x,

para obter, no limite em que k,d -0,

2 2
wtanh(gw):%utan(u) — éwzz:—iuz — §(n0—n2):
1 1

2

n, | » 2 —2 2,2
(§+n—22] M =(1+&)n;, > fy=nn —2—
1

em que se fez

M =lim (M) |.

v—>0

Portanto, tem-se

_— 1+¢
n,=nn, e |
2 1

Isto mostra que

lim(f,)=n, lim(A,)=n,.

a—0 a—w
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Portanto, € sempre n, <f, <n,. Note-se que, no caso em que a— 0, o modo fundamental TM,
degenera no modo TEM de uma linha de planos paralelos preenchida por um dieléctrico

homogéneo com um indice de refrac¢éo n,, tendo-se entdo n =n, para todos os valores de v>0.

Em sintese

Para um dado modo TE ou TM, o corte corresponde a =0 e a transi¢do rapido —lento a n=n,.
Quando f —o0 vem N — n,. Para um dado modo rapido a constante de propagacéo transversal s,

no meio superior (i.e., para d <x< D), varia no intervalo

com

n,=n, 1-2A |.

A frequéncia de corte v, € a solugdo da seguinte equagéo (modos TE e TM):

1-2A tan(u, )+ tan(£ u, \1-2A) =0 |- | v, =u, {24 |.

Para um dado modo lento a constante de atenuacdo transversal w varia no intervalo

w,=0<w<v=w_ |.

Tem-se s? =—w?, com

As frequéncias de transi¢do v, , emque s=w=0 e u=v, sdo tais que

Modos TE > tan(v,)=—¢V,
Modos TM + v, =(x, (=123 .|

Prof. Carlos R. Paiva, DEEC—IST, Outubro de 2014 Pagina 44



Os modos sdo designados da seguinte forma.

Modos TE +— TE,, TE,, TE,, ...
Modos TM +— TM,, TM,,TM,,...

O primeiro modo — 0 modo fundamental — ¢ o modo TM,. Este modo é sempre lento. Todos 0s

restantes modos séo rapidos para v, <v <V, € lentos para v>v,.

Tem-se, ainda,

2
m=n 1—2A[Ej
\'

As equacdes modais apresentam-se de seguida.

zonarapida > |scot(és)=—4/s’+V? cot(J s% +v? )
MODOS
TE zonalenta > —cot(u)zﬁwlvz—u2 coth(gﬂ/vz—u2 )

zona rapida stan(fs)z—(l—ZA)\/sz+v2 tan(\/sz+v2)

MODOS N
™ JvE—u?
zonalenta tan(u)zi%tanh(gﬂ/vz—uz)
u —

Exemplo numérico

Consideremos, a titulo de exemplo, o seguinte caso concreto: n, =15, n,=1e £=a/d=2. De
forma a especificar um determinado valor da frequéncia normalizada v vai-se sempre considerar a

situacdo emque d =1/4.

Nestas condicdes, vem:
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v=27r%nl 2A =1.7562

A=%=O.277...z27.78%, 2A=—, 0n,=1.1078|.

©o| o

A frequéncia normalizada de corte v, dos modos TE, e TM, (bifurcacdo modal) e dada por

lu =13846 — v, =1.0320|.

Assim, nestas condi¢des, o guia tem um regime de funcionamento monomodal desde que

v<v, =1.0320 |.

Os modos sdo rapidos quando n<n, =1 e lentos quando N >n,=1. Por sua vez, a frequéncia

normalizada de transicao (da zona rapida para a zona lenta) do modo TE, é dada por

| sin(v, )+ & cos(v,)=0 | > .

Outras frequéncias de transi¢do apresentam-se a seguir.

TE, — V,=48158
TE, — V,=7.9171
TE, — V,=11.0408

Ja a frequéncia normalizada de transi¢do do modo TM, é simplesmente dada por

V, =7 =3.1416 |.

Estes resultados significam que os modos TM,, TE, e TM, tém condi¢des de propagacéo. O

indice de refrac¢do modal

indice de refraccdo modal | | n=

3
kO

A
/19

do modo fundamental TM, (lento) é
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2
o nenf1-2aY] o [A=L2978).

Por sua vez, o modo TE, tem condi¢des de propagacéo na zona rapida. Por essa razdo, vem

2
$s=0.3663| —» n=n |1-2A|1+ s — |n=0.9724|.
:

Ja os modos TM, e TE, estdo ao corte: v=1.7562<v, =1.9578.

Suponhamos, agora, que escolhemos uma nova frequéncia normalizada v de operacdo, com
v=51.

Determinemos, entdo, para o conjunto de parametros

(n=15 n,=1 £=2),

a sequéncia de frequéncias (normalizadas) de corte, i.e., as sucessivas raizes v, da equacéo

1/1—2Asin(uc)cos(§uc«/1—2A)+cos(uc)3in(§uc1/1—2A)=0 | v, =u, 424 |.

Obtém-se, entao,

[TE,&TM, > u ,=13846 > v, =1.0320
TE,&TM, > U, =2.6267 > v, =19578
TE.&TM, > U, =4.1238 > v, =3.0737
TE, & TM, +— Uu,=53010 > v, =3.9511

| TE,& TM,, > U =6.7981 > v, =5.0670

Neste caso, quais os modos que se propagam? Naturalmente, como se viu, propaga-se — desde logo

— 0 modo fundamental TM,. Como se pode ver pela tabela anterior, o par de modos TE, e TM,,

tém um valor de v, =5.0670>v=>5 pelo que se encontram ao corte. Propagam-se, portanto, 9

modos TE e TM.
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A seguir mostra-se o diagrama de dispersdo para os modos TM nas condi¢cBes numéricas aqui

consideradas. Ou seja:

n =15 .
=l o A==02777..
£=2

Considera-se que 0<v <5,

Diagrama de dispersio dos modos TMI

3|
Il
=

=

L)

0.5

v=nk,d . |2A ——>

Prof. Carlos R. Paiva, DEEC—IST, Outubro de 2014 Pagina 48



